Controle continu du 1 mars 2018.

Les documents, les calculatrices et tout objet électronique ne sont pas au-
torisés. Les exercices sont indépendants. Toutes vos réponses doivent étre
justifiées.

Exercice 1. Calculer :
L. 220:1<4k - 31) ’
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Exercice 2. Calculer les limites suivantes (on donnera toutes les étapes des
calculs) :

. 1 n
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2. limy 400 57,

par le théoreme des gendarmes.
3. limy 400 (vR+1— /1),

n+1—n

1
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4. limy, 400 (1 — 2nsin(1/n)) ,

sin L
= lim (1—2 1") = —1.
n

sin x

puisque la fonction est continue en 0 et vaut 1.
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5. limy o0 (14 72-)"
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puisque hl(l;r%), en utilisant I’'Hopital, tend vers % si z tend vers 0.
7
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Exercice 3. Montrer que les suites suivantes sont divergentes :
_ 1 n

1. Up = n +5(—1) s
La sous-suite u9,, = 5 + % tend vers 5, et la sous-suite ug,+1 =
-5+ ﬁ tend vers —5. Tout sous-suites d’une suite convergente
convergent vers la méme limite, donc u,, ne converge pas.

2. up = e"cos T .
11 suffit de considerer la sous-suite ug, = €% qui diverge. Donc u,,
diverge.

Exercice 4. On considere la suite (s;,)n>0 définie par la relation de récur-
rence :

Sp+1 = (Tsp — 6)1/3.

1. Montrer que la fonction f(z) = (7z — 6)!/3 définie sur D'intervalle
[1,4+o00] est continue et croissante, trouver les points fixes de f(x), et
dire ou la fonction f(x) est supérieure ou inférieure a z.

Indication : les racines du polynéme z® — 7z + 6 sont 1, 2, —3.

f(z) est un fonction continue pour 7x — 6 > 0, donc aussi pour
z>1>2% Ona f(z) = L(Tx - 6)75 >0 six € [1,+ool, donc f(x)
est croissante. On a que f(z) = = ssi 7o —6 = 23, donc les points fixes
sont les racines 1,2 su polynoéme 2% — 7z + 6 dans [1 + co[. f(z) > =
ssi 7Tz —6 > 23 ssi (z —1)(z — 2)(x +3) = 2® — 72 + 6 > 0. Dont
f(x) >z pour 1 <x <2, f(x) <z pour z > 2.

2. Pour quelles valeurs de sg € [1,+o0o[ la suite (s,,) est-elle croissante,
décroissante, constante ?

Sisgp=1alorss, =1, n>0.5 sg =2 alors s,, =2, n > 0.8Si
1 < sy < 2, alors s, est croissante. Si 2 < sg alors s,, est décr.



3. Montrer que 'intervalle [1, 2] est stable par f(x) et trouver la limite
de (sp) en fonction de sg € [1,2].
Puisque f(x) est continue et croissante, 'image de [1, 2] est [f(1), f(2)] =
[1,2], donc [1,2] est stable. Alors s, est monotone et bornée, donc
elle doit converger vers un point fixe. Donc la limite est 1 si sg = 1;
si 1 < sg < 2, comme la suite est croissante, la limite est 2.

4. Montrer que lintervalle [2,+o0o[ est stable par f(x) et trouver la
limite de (s;,) en fonction de sy € [2, +00].
Puisque f(x) est croissante, et f(2) = 2, alors I'image de [2, +00[ est
contenue dans [2, 00|, dont cet intervalle est stable. Comme la suite
sp, est décroissante, elle doit converger vers le point fixe 2.

Exercice 5. Considérer la suite (uy,),>0 définie par
Upt2 = 6Upt1 — Uy, ug =0, wu; = 3.

1. Donner l'expression du terme de rang n de la suite (uy)n>0- Ecrire
les étapes des calculs.
On va substituer u,, = " et on trouve l’equation caractéristique :
2_6r+9=(r—3)%=0, qui ala racine double r = 3. Le terme
générale de la suite est donc u, = 3"(An + p) pour deux constantes
A, . En imposant ug = p =0 et u; = 3(A+ p) = 3 on trouve pu =0
et A = 3, donc u,, = n3".
2. Quelle est la limite du rapport

“otl Jorsque n — 400 ?

1)3ntl 1 1
gy (A VST ntly g0, 1y g
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Exercice 6. 1. Calculer la somme téléscopique suivante :

(n+2)n (n+2) (n+1)
Zl (m+1)2 nz::l[ln(wrl)_ln n }

2 2 1 2
= lim In n —In - = lim In({1+—— ) |]-In-=—-1n2
n—+oo n+1 1 n—+00 n—+1 1

2. Montrer que la série suivante est divergente :

o0

n
Zn+1'
n=0

Si une série de terme générale a,, converge, alors a, tend vers 0. Dans
ce cas limy, WLH =1, donc la série diverge.



3. Soit (Sy)n>0 la suite des sommes partielles de la série & termes positifs
(tun)n=0. Expliquer pourquoi la série > >° ju, converge si (Sy) est
majorée.

Onals, = ZZ:O ug, up = 0. On trouve que Sp+1 — Sp = Upa1 = 0,
donc la suite S, est croissante. Une suite croissante et majorée est
convergente, donc la série > u, converge.



