5 - Les développements limités Feuille de TD

N f(")(xo)

n!

Tog () = f(x0) + f'(20)(x — 20) +

(x —x0)"

77. Calculer les trois premiers termes non nuls des polynémes de Taylor au point 0
des fonctions suivantes :

a. f(z) = sin(2z), b. f(z) = e’ c. f(z)= M» d. f(z) = fi:lchjsty

78. Pour chaque fonction f(z) montrer que le polynéme de Taylor au point zo a
Vordre n est le polynéme Ty, () indiqué :

a. f(z) =e*, To n(x) :EZ O%xk b. f(z) =In (L) Ton(x) = Zk 1 kx

1
C. f(l‘) =a”, TO,n( ) Zk 0 (nLlL) 7 d. f(l‘) = 1+m7 To ﬂ( ) Zk:o(_l) a* )
e. f(z) = 757, Toansa(x) = Yoo 22T,
79. a. En utilisant l'intégration par partie, montrer que on peut écrire exp(z) =

To(x) + Ra(z), ol

2 1 T
To(x)=14+x+ %, Ry(z) = 5/ el (xz —t)2dt.
0

b. Faire le changement de variable t = sz et écrire

z? [t
Ry(z) = ?/0 e (1 — s)2ds.

c. Montrer que pour « < 0 on a l'estimation % < Ra(z) 0.

d. En déduire que

1
T, 11 1
Tdt==—— 4+ _—_9 0<0<(7-6-27)"1 ~0,000186.
/06 2 24 30 " ( ) ’

0 (facultatif). Pour chaque fonction f(x) montrer que le polynéme de Taylor au
point xo a 'ordre n est le polynéme Ty, ,(x) indiqué :

a. f(x) = (sinx)Q, TO,2n(x) = ZZ 1(* )k+1 2(2k-_)! x2k’
ls+1
fla) = mu+x>%n<> P
C f(l’) xy TO 2n+2( ) Zk 0 2k+1 2k+13

d f(ﬂ?) 92— waTOn( ) Zk:O ﬁxk.

Suggestion. a. Eerire sin?(z) comme fonction de cos(2z).
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f:I =R declasse C"*! :

|z — x|t

(n+1) _
SIS = () - T () < ML

rzel

81. Montrer les formules de Taylor suivantes et I’estimation de leur reste :

. _q)k-1,2k—1
a. sinz =) ,_, % + Ran(z), | Ron ()| < (‘;"n-‘rl)”
1 k_2k 2n+2
b. cosz =Y 1_, % + Rony1(2), [Ron1 ()| < (;rll+2)1’
_ _1\k..2k+1 2n+1
c. arctanz = Y1, % + Rop (), [Ron(2)| < g7, 0<a <1

82. Calculer les nombres suivants avec une erreur inférieure a 5 x 10~2 en valeur
absolue :
a.e® b.e, ¢ In(6/5),  d.sin(1/10).

83. Calculer les limites suivantes en utilisant les développements limités et la nota-
tion "petit-0” :
sin ax

l—cosz : 1—cos(2x)—222 .
a. limg o0 — 27, b. lim, o —— 57—, c. limy o Z77,
tan 2z :amw T . In(14x) . 1—(cos x)?
d. lim,_,q TR e. lim,_,q , f. lim,_,q ol g. lim, o tana
: sin x —1 R Inzx
h. hmzﬁo arctanz’ 1. hmfﬁ;() 10 b # ]., J. hInxﬁl e —— )
. 1—cos(z?) . z(e+1)—2(e”—1) . 1 1
k. hma;*}() m, 1. hmx*)() — 3 m. hma:*)() T 1)

P

limg_y1 (% - %1)
84. Montrer que 1si g(x) = o(1) pour z — 0, on a

Tra@ = L 9@+ 9@ +olg@?),  powrz—0.
En déduire que

x> 225

tanx:x—&—?—kﬁ—&—o(xs), pour z — 0.

Liste de démonstrations a savoir pour ’examen terminal :

Une fonction dérivable est continue (p.71 Exo7 Analyse)
Théoréme de Rolle (p.79 Exo7 Analyse)
Théoreme fondamental du calcul intégral (p.97-99 Exo7 Analyse)

Ll N

Formule de Taylor avec reste intégral a 1’ordre 2 (p.110-111 Exo7 Analyse)



