3 - La dérivée Feuille de TD
Dérivée en un point et sur un intervalle. Formulation equivalent avec e(x). Equation
de la droite tangente. Une fonction dérivable est continue. Dérivée de la somme, pro-
duit, quotient. Dérivée des fonctions puissance, sinus, cosinus, tangente. Principe de
récurrence. Reégle de la chaine. Dérivée de la fonction réciproque. Dérivées succes-
sives et formule de Leibniz. La fonction logarithme et la fonction exponentielle.

50. En utilisant la définition, montrer que les fonctions suivantes sont dérivables sur
leur domaine de définition (ou sur le domaine spécifié) et calculer leur dérivée :

a. f(x) =ax +b, a,beR, b. f(z) = 23, c. f(x)=+/z,siz>0.
51. Montrer que la fonction f(z) = \/x n’est pas dérivable en x = 0.

52. Calculer I'équation de la tangente & la courbe d’équation y = 2% — 22 — z au
point d’abscisse x = 2.
53. Montrer que la droite y = —x est tangente a la courbe donnée par 1’équation

y = 23 — 622 4 8x. Trouver le point de tangence. Est-ce que cette tangente intersecte
la courbe en d’autres points 7

f(z) dérivable en x <= il existe f'(z) = }llin%) w
—

54. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

a. f(z) =2%+3x+2, b. f(x) = 2* + sinx, c. f(x) = atsinm,

d. f(x):%ﬂ, e. f(a:)zm, f. f(z) =zlnz, g f(z ):arcsinx,
h. f(z) = 3328, i f(@) = I fl2) =232 k. f(z) = arctanz.

55. Pour quelles valeurs de a et b (en termes de c) les fonctions suivantes sont-elles
dérivables en c¢ :

1

a. f(x) = {2 slrse b.f(x):{lwl

ar+b siz>c, a+bx? silz|<e

iz <
.. f(x):{smx siz<e

st |z| > ¢

ar+0b sixz>c.

56. Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors /' est une fonction
impaire.

57. Montrer que pour tous z # 1l et n € Non a:

1— xn+1

l+z+22+... +2" =
1—=x

Déduire, par dérivation, des formules pour les sommes suivantes :

142z 4322+ ... +na" 1, 122 42222 + 3223 + ... 4+ n22™.
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8 (facultatif). Calculer le dérivées des fonctions suivantes sur leur domaine de dé-
finition :

a. f( ): x1/2+x1/3+x1/47 b. f(ac) :33—1/2_1_1.—1/3_,'_33—1/47 (m) —_ 1+w’

d f(z) = 727 o fl@)= ;giigzﬁ, £ f(z) = (1 <1t—z>>%, 5 f(x) =
h. f(z) —xtanx, i f(z) = —|— —|—x33, j flx) = 2 T, k. f(z) = %fi;iz,
Lf) =282, mf(o) = 28, 0 fo) = gt
o. f(sc) = cos(2z) — 2sin(x), p. f(x) = sin((cos x)?) + cos((sin x)?),
flz) = \/1 + a2, r. f(x) = (2 — 2%) cos(2?) + 2 sin(z3),
s. f(m) (sinx)™ cos(nx), t. f(x) = sin(sin(sin x)), u. f(z ): (g;,
v. f(z) = zv1 + a2, w. f(x) = \/4%?, x. f(z) = (}fﬁs)l/gy
y. f(z) =/ + Vx + 7z, z. f(z) = arctan(x) + arctan(1/x).
59. Calculer les dérivées successives de :
a. x2e”®, b. In(1 + z), c. sinx + cos .
f+nug) =X"+ug (f9) =Fg+1d (}) = —% (2) = aa®™
1I_f/g_fg/ oa) Y / —1y/ _ 1
(L) =22 Gewro =i ¢ = st
.7 / . /! 2 ! 1
sin’ z = cosx cos’ x = —sinx tan’ & = os2:v:1+tan x (Inxz) ==
ewey —eps ()=o) =5 ™ =Y ()0
k=0

Extremum local et points critiques. Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements
finis. Signe de la dérivée et fonctions monotones. Inégalité des accroissements finis.

60. Etudier les extremums de la fonction fy définie par fy(z) = 2® 4+ Az en fonction
du parametre \ réel.

61. Calculer en quel point la fonction f(r) = az?+bx +c admet un extremum local.

62. Soit f : [0,2] — R une fonction deux fois dérivable telle que f(0) = f(1) =
f(2) = 0. Montrer qu’il existe ¢1,ca € [0,2], ¢1 # c2, tels que f'(c1) = f'(e2) = 0.
Montrer qu'il existe ¢z € [0, 2] tel que f”(c3) = 0.



Régle de I’Hospital.

63. Calculer les limites suivantes en utilisant, si nécessaire, le théoreme de L’Hopital :

. 2 — . . p—
a. lim, o %, b. lim,_.¢ W, c. lim,_o ifts?;]gfv

. In(e+1 . ¢ epto— . 1
dotimg o B, o timg o ETEEEEL, £ Time o fEGEY

1 . tan(3 .. 1 be®
g limy o0 %, h. lim,_, 2 ) L LMy e %
4 (facultatif). Calculer les limites suivantes :

; 4 (moa (1 1 : In(1—2
a. hmx—>+<>o X (COb (5) -1+ ﬁ), b. lim,_, ﬁ, c. lim S ?zin(‘n';))7
d lim, o0 2= (G5 — 2), e limg - (ne)n(l—2), £ lim, o 277D,
g lim,_,o- (1 — 2%)sin®, h. lim,_,o+ (cot z)3" % i. lim,, = (tan x)tan(2z)
jo limy, o+ (ln ) , k. lim,_, o+ z¢/(1F+n2), L. limz%1(2 _ x)tan(ww/2)’

i —1/=? . h(z+1
m. limg ;o <1n(m+\/1+z2 log(%+$)>. n. limg 0 <00 o.limy 1 o ‘3056(71”),
p. lim, 5 8L g lim, 0o 2/ sin (ﬁ)
r. hmx—>00(x2 —Vat —a? 4+ 1), s. limg_, o+ ((11}51-7:)2 —In (1-&%))’
t. lim, o+ (&) = 1),  w lim, o+ 21/ 107

FEtude de fonctions : établir le domaine de définition, trouver tous les points critiques,
étudier le signe de la dérivée, construire le tableau de variations, trouver les extrema
de la fonction, calculer, si nécessaire, les limites au bord du domaine de définition,
et faire un dessin du graphe de f(x).

65. Etudier la représentation graphique des fonctions suivantes :
a. f(z) =2% - 3x+2, b. f(z) = 23 — 4z, c. f(xr) =x+ cosx.

66 (facultatif). Etudier la représentation graphique des fonctions suivantes :
flx) = (z—1)%(x+2), b. f(z) = 23 — 622 + 9z +5, c. f(z) =2+ (z—1)4,
(z) = &, e. f(z) =z + %, f. f(z) = m, g f(@) = 75

(x) = %, i. f(z) = (sinx)?, j. f(x) =z —sinz,
(z) = ga? 4 {5 cos(2x).



