4 - L’intégrale Feuille de TD

Subdivision d’un intervalle. Intégrale des fonctions en escalier. Définition de fonc-
tion intégrable au sens de Riemann. Propriétés de lintégrale. Primitives et inté-
grales. Intégration par parties. Changement de variable. Intégration des fonctions
rationnelles.

67. Trouver pour chacune des fonctions suivantes une primitive et 1'utiliser pour
calculer l'intégrale ff f(z)dx :

a. f(x) = 5a3, b. f(z) = 42% — 12z, c. f(x)=(z+1)(2®-2),
(2) = 53 0 £0, e f(:v) = (14v@)22 >0, £ f(z) = 2057 5 >,
f(z) =2z5—275,2 >0, f(@) = V2a+y/iz,2 >0, i. f(r) = 3sinz+22°,
(z) = 23 — Hcos .

68. Calculer les intégrales suivantes :
xr x
a. [y [tldt,  b. [+ [¢])3dt.

69. Sans essayer d’évaluer les intégrales explicitement, calculer la dérivée f'(z) si
flz ) est donnée par :

a f(z) = [T(1+62)~3dt, = [, e fa) = [0 (1H2) L,
70. Calculer par changement de variable les intégrales indéfinies suivantes :

a. [23cos(zt)dz,  b. [(cosz)?sin(z)dz,  c. f%daa d. fﬁdm

e. f\/%d f. [V2x + 1dz, g. [xv/1+ 3udz, h. fo\/x—l— 1dz,
1. f (3:2+23:+2)3d ) J- f(81nx)3dx, k. f (sf?;”)sdx L f (3—:11:2595)2

71. Calculer par changement de variable les intégrales suivantes :
1/3 /4 : sin &
a. [~ 23 7iszdr, b Jo " cos(2z)\/4 —sin(2x)dx,  c. [ W
d. fs sin Vo “tlde, e [a" 'sin(2")dz, n#0, L[ ﬁ
g [t(1+1) 1/4dt ho [(22 +1)732dz, i [2%(823 +27)*/3dx,
J f sin z4cos & T dz L f ($2+1—23?)1/5 dr.

1 3 -
(sinz—cosx)1/3dz’ 14224 /(1+z2)3 1-z

72. Montrer que, pour x > 0,

1 1/x
1 1
——dt = —=dt.
/m 14 1¢2 /1 1+ ¢2

73. Soit f : [-1,1] — R une fonction continue. En utilisant le changement de
variable u = m — z, montrer que

/Oﬂxf sin x) / f(sinzx)d
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En déduire que

T  xsinz |
/ Y pdr =" / ——dz.
o 1+ (cosz) 0 1+
74. Calculer, par intégration par parties, les intégrales suivantes :

a. [ xcoszdz, b. [ x? coszdz, c. [zsinade, d. [2?sinade,
e. [#3coszdx, f. [a3sinzdz, g [(sinz)?dx.

75. Utiliser I'intégration par parties pour démontrer les formules suivantes :

1 -1
/(sin x)"dx = —E(sin x)" cosx + nT /(sin x)" " 2de,

1 -1
/(cos x)"dr = ﬁ(cos )" lsing + nT /(cos z)" " 2dx.

En dedu1re les formules suivantes2 )
a. fo (sinx)?dr = T b. fﬂ/ (sinx)idr = %foﬂ/ (sinz)?dr = 37

4’ 16°

c. fo (sinz)bde = 2 Oﬂ/ (sinz)de =35,  d. [(sinz)3de = —3 cosa+75 cos(3z),
e. [(sinz)dx = gx -1 sm(Qx) 3—25111(4:5)

f. [(sinz)’dz = —2x + 25 cos(3z) — g5 cos 5.

Déduire des formules analogues pour les premiéres valeurs de n > 1 de [(cosz)"dx.

76. Calculer les primitives suivantes. On précisera sur quel intervalle on se place
pour le calcul d’une telle primitive.

a. [Inzde, b. [ sin(lnz)dz, c. fﬁdz, d. [(Inz)*dz, e. [xIn(x)de,
f. [z(Inz)?de, g. foed =dt, h. [ cot zdx, i. [2"In(az)dz,

j. [2*(Inz)?dz, k. [ —i-dz, L[ \/1%

77. Calculer les primitives suivantes. On précisera sur quel intervalle on se place
pour le calcul d’une telle primitive.

a. f\/idx a # 0, b.f\/ﬁolx7 c.fﬁdm, a #0,
d. [ a+bz sdx, ab # 0, e. Imd f. [zarctanz dx,
g. [z?arccosz dr, h. [ z(arctanz)?dr, i. [arctan/z dz,

i | e a# bk fﬂdx, L [ pmd.

78 (facultatif). Utiliser I'intégration par parties pour démontrer les formules :

a. [V1I—a?de=a2V1-2®+ [ Z=da

n _ 2 2 2n 2 2\n—1

b. [(a? fx)d:r 2n+1x(a — ) +a2n+1 (a® — 2" ldu,

(smgc)"Jrl _ 1 (sinz)™ (sinz)" "
c. f (cosx) m+1 — m (cosx)™ f (Cosa:)m rd

(cosx)" ™™ m)"+1 _ 1 (cosz)™ n [ (cosz)™
d. f (sinz)m+T ""*1 —  m (sinz)™ f (sm:c)"‘ rd

m+1 n

e. [a™( lnx”dxf# m_fo lnxnldl’



