5 - Les développements limités Feuille de TD

Formule de Taylor. Reste intégral. Reste f("+1)(c). Formule de Taylor-Young. Dé-
veloppement limité. Unicité. Opérations. Dérivée. Primitive. Calculs de limites.

79. Calculer les trois premiers termes non nuls des polynémes de Taylor au point 0
des fonctions suivantes :

a f(z) =sin(2x), b flz) =", o fla) =D g f(g) = swble

80. Pour chaque fonction calculer le polynéme de Taylor Ty, ,(z) au point zy a
lordre n indiqué :

a-f(l")—tan( ), Tr2(x) =7, f@) = 7=, Taa(z) =7,
c. f(z)=a3—92% + 140+ 3, Th 100( ) =7, d. f(z) =In(z), T13(z) = 7.

81. Pour chaque fonction f(z) montrer que le polynéme de Taylor au point zy &
Vordre n est le polynéme T, »(z) indiqué :

a f(x) = e, Tyn(x) = Yr_ O%xk b f(2) =In (1), Tou(@) = Sj_y ot

Q1
c. f(x) =a", Tonlx) = Zk —0 m,l z*, d. f(z) = ﬁ, Ton(x) = ZZZO(—l)kxk,
e. f(x) = 752, Toont2(x) = Yoz,
82. a. En utilisant I'intégration par partie, montrer que on peut écrire exp(x) =

T>(z) + Ra(x), ou

2 1 T
Tz(a:)zl—i—x—i-%, Ry(z) = 5/ el (x — t)%dt.
0

b. Faire le changement de variable t = sz et écrire
3,1
Ry(x) = Ci/ e (1 — s)%ds.
2 Jo

c. Montrer que pour x < 0 on a l’estimation % < Ra(z) < 0.
d. En déduire que

2 e 1 1 1 7N —1
dt==——+-——0, 0<0<(7-6-27)"1 ~0,000186.
/0 ¢ 2 24 T30 " ( )

3 (facultatif). Pour chaque fonction f(z) montrer que le polynéme de Taylor au
point o & 'ordre n est le polynéme T, ,(z) indiqué :

. k—1
aﬂ@=@m@ Toan(@) = S5y (—1)FH1 2025,
k+1
fla) = mu+x>%n<r: by Bt
( ) =In /112, Toonro(2) = X0 g gpre™™
( ) P I7T0n( ) Zk:o ﬁxk'
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Suggestion. a. Ecrire sin?(x) comme fonction de cos(2z).

f" (o)

S (o)

n!

Txo,n(x) = f(l’o)‘Ff/(l‘o)(x—xo) + ($—$0)2 + -+ (x — )"

84. Montrer les formules de Taylor suivantes et I’estimation de leur reste :

. _q)k—1,2k—1 n+tl
a. sinz =37 g — + Ran(), |Ran (z)] < (‘;CLH)H
_1 2n+2
b. cosz =Y 1_, (2)% + Ropt1(2), [ Ran1(z)] < é;L;FQ)I’
_ _1\k2k+1 2n+1
c. arctanz = >, (12)k7j-1 + Ran(2), [Bon(2)| < Gy O <L

Z ), In(l+z)= Z z"), 11x22xk+0(x”)

k=0 k=1 k=0

w‘H

85. Calculer les nombres suivants avec une erreur inférieure a 5 x 10~2 en valeur
absolue :
a.e®,  b.e, ¢ In(6/5),  d.sin(1/10).

86. Calculer les limites suivantes en utilisant les développements limités et la nota-
tion ”petit-0” :

1— CO§$ . 1—cos(2x) —2x> : sin azx
a. lim,_,q , b. limg o ——7——, c. limg 0 5097,
tanQT sinz—x . In(14+x) : 1—(cos z)?
d. lim, 0 5057, e. lim, o - £ limg 0 17, g limg 0 — s
: sinz —1 i 13 Inz
h. lim, 0 arctana’ i limg 0 3 T 1 b#1, j- limgsq 24r—2°
. 1—cos(z?) . z(e®+1)—2(e”—1) . 1 1
k. lim; o ZZsin(z2) L limg 0 . S m. lim; o T T em_1 )

: 1 1
n. hmx_>1 (m — ﬁ)

87. Montrer que 1si g(x) = o(1) pour z — 0, on a

Trgm) =L 9@ 9@ +o(9@?),  pourz—0.
En déduire que

3 2z

tanx—x—&—?—i—ﬁ—&—( %), pour z — 0.

f: I — R de classe C"*1 :

|z — o[+

S zel

[fO <M = |f(@) = Tapn(@)| <M




