2.2 - La limite et la continuité Feuille de TD

Définition de la limite. Limite finie et infinie en un point. Limites a gauche et a droite.
Limites en l'infini.

34. Donner les définitions des limites suivantes au niveau intuitif et en utilisant €, ¢ :

: 1 1
a. hmx*)Q T 2

3 _
b. limg o arctan(z) = 7,
c. hmx—%* tan(x) = —oo.
35. Dire si les limites suivantes existent :
. 1 . 1 . 1 .
a. limg 1 7=, b. lim,_, [(=nek c. limy_ 1+ 7=, d. im0 vV — 2,
e. lim,_, 1+ arccos(z), f. lim,_,0 In(z), g. lim, o+ 2%, a € R.

x six#2,

] Calculer lim, 5 g(z).
1 siz=2.

36. Soit g(x) = {

37. Soit f(x) = Ik;f_l(). Calculer lim,_ o+ f(2), lim,_,o— f(z) et lim,_,o f(z).

38. Calculer les limites & gauche et & droite en +1 et —1 de V1 — 2.

Propriétés des limites par rapport aux opérations. Formes indéterminées. Limites des
polynomes et des fonctions rationnelles.

39. Calculer les limites des fonctions rationnelles suivantes :

. 1 . —a? ; 252542
a. limg—9 -, b. lim; 4 m, a#0, c. 11m$2_>0275£7_2,
. 2_4 . 222 —-3x+1 . t+x)“—1
d. limg 2 2=, e. lim,_.q %, f. lim,_,q %
40. Calculer les limites suivantes :
a. lim,_,o tan z, b. lim,_(sin(2z) + 22 cos(5z)), c. lim, g+ %,
. ‘/ZEQ
d. lim,_,o+ *-.
Inégalités et limites. Théoréeme des gendarmes.
41. En utilisant le théoréeme des gendarmes, montrer que si lim,_,, |f(x)| = 0, alors

lim,_,, f(x) = 0.

42. Calculer les limites suivantes :

: sinz : sin(2z) . sin(5z)—sin(3x) . tan(2z)
a. limg 0 *F, b. limg o ——, c. limg o ———F——, d. limg 0 525
. i —si . in(b . —
e. limg o ¥ =01, f. limg o Sl;g f), g. lim, g 1;#

L1, Mathématiques pour la Physique et la Chimie I - MaPC1A v3



Continuité en un point. Continuité sur un intervalle. Continuité et opérations élémen-
taires. Prolongement par continuité. Lemme du signe. Théoreme des valeurs intermé-
diaires. Fonctions continues sur un intervalle borné et fermé.

43. Montrer la continuité des fonctions sin(z) et cos(x) pour tout =z € R.

Suggestion. Utiliser I'inégalité |sin(x)| < |z| pour montrer la continuité de sin(z) en 0.
Utiliser I'identité cos(2z) = 1 — 2(sinx)? pour en déduire la continuité de cos(z) en 0.
Utiliser les formules pour sin(z + h) et cos(z + h) pour montrer la continuité pour tout
r € R.

44. Déterminer le domaine de définition et de continuité des fonctions suivantes :
a. L b. %, c. In(z? + 2z —1).

sin(z)’ o+l

45. Soit f: R\ {0} — R la fonction définie par f(z) = zsin(1). Calculer la limite de f

z/
lorsque z tend vers 0. Trouver le prolongement par continuité f(z) de f en 0.

Suggestion. Majorer la valeur absolue de f(z) et utiliser le théoréme des gendarmes.

46. Etudier la continuité de f : R — R définie par f(z) = sin(z) cos(1/x) si z # 0 et
f(0) = 0. Méme question pour g(z) = zH (z).

47. La fonction ﬁgjzﬁ admet-elle un prolongement par continuité en x = —27

48. Calculer les limites suivantes en expliquant quel résultat sur les limites on est en
train d’utiliser : o,

3. limg—, 5 %’ b. limg1 Smgcxfl_l)’ c. limg_4 \/mv d. lim, o 1_%2(2@7

0 @’ sin(z—) 1—;@ ‘

sin(cos x . .
(cos z) g limg r —=——, h. lim,_,q

cosx

e lim,_ .. /o f. limg,_,

49. Calculer les limites suivantes :

a. limg, o (\/xQ +x— SC), b. limg 400 (\/ 2+ — :c), c. limg 400 ﬁ,

: : 3 2 : 222 —2+3
d. lim,_,_ a:++1’ e. limy, ,_ (3:1: —z°+ 2), flimg, s o %,
: 3+1 : 5x+2
g. limy, 00 22711, h. lim, o 2;{1.

Théoréeme de la bijection pour une fonction continue et strictement monotone.
50. Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
I CR.
a. Enoncer le théoreme de la bijection.
b. Montrer, en trouvant un contre-exemple, que ’hypothese “continue” est nécessaire.
c. Montrer, en trouvant un contre-exemple, que ’hypothese “strictement monotone”
est nécessaire.
d. Montrer, en trouvant un contre-exemple, que I'hypothese “la fonction est définie
sur un intervalle” est nécessaire.

51. Soit f : R — R définie par f(z) = 2% 4+ 2. Montrer que f est bijective, tracer le
graphe de f et f1.



