4 - L’intégrale Feuille de TD

Intégrale des fonctions en escalier. Définition de fonction intégrable au sens de Riemann.
Propriétés de lintégrale. Primitives et intégrales. Primitives élémentaires.

1. Trouver pour chacune des fonctions suivantes une primitive et 'utiliser pour calculer

I'intégrale fl x)dx

a. f(x) = 53, fz) =4a®—12z, ¢ f(z) = (a+1)(@*~2), d. f(z) = 2223
2_

e. f(x) = L f(ﬂf) =(1+v2)% g flz) =5+ h f(z) =2

i. f(x):2x%—3:_%, i flz) =V2x + /1, k. f(z) = 3sinx + 22°.

2. Calculer les intégrales suivantes :

a. [y [tldt, b [+ [t])*dt.

3. Sans essayer d’évaluer les intégrales explicitement, calculer la dérivée des fonctions
suivantes ,
a. f(z) = [y (1+¢*)3dt, b fo (L4+t2)73dt, ¢ h(z) = [ (1+t*)3dt.

Changement de variable.
4. Calculer par changement de variable les intégrales_ indéfinies suivantes :
a. [x3cos(zt)dr,  b. [(cosz)?sin(z)dz, c. fsm\%i)dm, d. fﬁdw
e. [ \/a%d f f\/?x —|—3 dx, g. fx\/ll + 3xdx, h. f$2\/x+ ldzx,
i Jq 2+2m+2 riapapdr, - [sina)de, k[ ppomde, L[ (da.
5. Calculer par changement de variable les intégrales suivantes :
1/3 /4 : sin x
a. [~ é/s Tzl b fo/ cos(2z)\/4 —sin(2z)dz, ¢ [ \/(coT
d. fs Smx” dr, e [a"! sin(xr")dx, n#0, f [ ﬁ
g [t(1+t)4at, h. [(2% 4 1)73/2dx, i [2%(82% 4 27)?/3da,

1/5

J j‘ sin x+cos T dx lj‘(x2+i:ix) dz.

k
BE :
(sinz—cos z)1/3dz’ f \/1+m2+ (1+422)3 ,

6. Montrer que, pour x > 0,
1 1/x
1 1
/ = / o
. 1+t2 1 142

7. Soit f : [-1,1] — R une fonction continue. En utilisant le changement de variable

u = T — x, montrer que
s T ™
/ zf(sinz)dr = / f(sinx)dz
0 2 Jo

s : 1
1
/ xsmzdﬁﬂ/ 1
g 14 (cosx) 0o 14z
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En déduire que




Intégration par parties.

8. Calculer, par intégration par parties, les intégrales suivantes :
a. [ze "dx, b. [z coszdx, c. [ 2% coszdz, d. [ e® coszdz, e. [xsinzdz,
f. [ 2%sinxdz, g. [ 2® cos zdz, h. [(sinz)?dz, i. [ sin 3z cosbzdr, j. [(cosx)3dz.

9. Calculer les primitives suivantes. On précisera sur quel intervalle on se place pour le

calcul d’une telle primitive.

a. [Inzde, b. [sin(lnz)de, c. [ 2+13$d$ d. [(Inz)%dz, e. [zIn(x)de,
f. [#*In(z)dz, g [xz(nz)’dz, h. [; 1 1_1Halt i [cotadz, j. [a"In(az)dr,
k. [2*(Inz)?dx, L [ ——dz, m. [ _Inlal n. [arctan(z)dx.

\/m
Intégration de fonctions rationnelles.

10. Calculer les primitives suivantes :
1 1 1
a. fzzrﬁzdﬁ b. f dﬂf C. fmdll', d. fTﬂdx €. f :E 2)
_l’_
L[ 2iemde, s fmd o b [ ggede, i [ prEdr, f z(m+1)2dﬂf-

Calcul d’aires.

11. Calculer I'aire des domaines suivants du plan, en utilisant des intégrales :
a. A={(z,y) eR?[0< 2z <F,0<y<tan(z)},

_ 2 —1
b, B_{(x,y)eR|1<x<5,0<y< Vi }

c. C= {(a:,y) eER?0<

/N
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Ezxercices facultatifs.

12. Calculer les primitives suivantes. On précisera sur quel intervalle on se place pour
le calcul d’une telle primitive.

af\/idzz; a # 0, b.fﬁdm, c.fﬁdw,a#O,

d. [ a+b:c2 dz, ab # 0, e. [ = 1$+2d f. [zarctanx dz,

g. fo arccos x dz, h. [z(arctanz )2dx, i. [arctan /z dz,

j. fmdx, a # b, k. fmdac, L. f%dl’.

13. Utiliser 'intégration par parties pour démontrer les formules :

a. f\/l—xgda;—m\/l—xz—i-f

1
) _|_ a? 2n (a2 _ x2)n—1dl,’

n —
b. [(a® dx = 2n+1 w(a? 2n+1
f (sinx) ”‘H _ 1 (sinz)™ Qf (sinz)™ ! d(L’
(cosx)er — m (cosxz)™ m (cowc)m T
d. f (cosz)™ T "+1 _ 1 (cosz)™ n  (cosz)"t
(sinx) m‘H —  m(sinz)™ m J (sinx)™— Enn)=Td
m+1
e. [2"(Inz)"dx = m(ﬂ” — i J 2™ lnx)” L.




