5 - Les développements limités Solutions a la feuille de TD

1. a. Par récurrence on a que
sin®™ () = (=1)" sin(z), sin@®" Y (2) = (=1)" cos(x),

donc
sin®(0) =0,  sin®*D(0) = (-1)",

et par la formule de Taylor

3 5 2n+1
X X X
T =—r— — 4+ =4 ... —1)" .
O2nt1(z) =@ = g g e (21 2n + 1)
Finalement
1)3 .’175
sin(w) ~o = gr g

donc par substitution

sin(2z) ~ Ty 5(z) = 22 — 3 + =
b. Too(z) = 1+ 2% + $at.
c. Toa(z) =z — 12 + La°.

4. a. Par le théoréeme fondamental du calcul intégral

xX
/0 eldt = [et}g =e* -1,

donc on obtient la premiere approximation

X
et =1 —l—/ etdt.
0

En utilisant I'intégration par parties on a que

/x eldt = [(t — x)e']; + /Ox(a: —t)eldt = x + /Ox(a: —t)eldt,

0
/Ox(:p —t)eldt = [—(x;tyet}: + % /Ox(x —t)2eldt.

c. Puisque e**(1 — 5)2 > 0, on a que

et que

1
/ eS7(1—5)%ds > 0
0
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donc Ry(x) < 0 si & < 0. Puisque % < 1 si sz < 0 (et cela est vraie puisque x < 0 et
0 <s<1),on aaussi que

/01 e(1 — s)%ds < /01(8_ 1)2ds = [(5—31)3}; _ %’

donc Ra(x) > a’

T
d. Puisque = = —t? < 0, par substitution on trouve

—t? 2 t! 2 t0 2

eV =1—t +5+R2(—t), —EQRQ(—t)SO-
En intégrant entre 0 et % on obtient le résultat souhaité avec § = — 01/ 2 Ry(—t2)dt.

L’inégalité Ro(—t?) < 0 donne 6 > 0 et, en utilisant I'inégalité Ro(—t2) > —% on

obteint , ) 12
1/2 1/2 46 7
t t 1
0= —Ry(—t2)dt < —dt=|—] =—
/0 2(=1%) /0 6 [6-7]0 6-7-128



