5 - Les développements limités Feuille de TD

Formule de Taylor.

1. Calculer les trois premiers termes non nuls des polynoémes de Taylor au point 0 des
fonctions suivantes :
2

a f(z) =sin(2z), b flx) =€, o flo) =2 g p(g) = st

2. Pour chaque fonction calculer le polynéme de Taylor T, ,(x) au point xo a l'ordre n
indiqué :

a. f(z) =tan(z), Tro(z) = 7, b. f(z) = \/1471: Tro(x) =7,

c. f(x) =23 — 922 + 142 + 3, Ty 100(7) = 7, d. f(z) =In(x), T1 3(z) = 7.

3. Pour chaque fonction f(x) montrer que le polynéme de Taylor au point xy a ’ordre
n est le polynéme Ty, () indiqué :
a. f(z) = e Tom(z) = X5 o%l‘k f(@) = 5 Tonlr) = Xp_o(=1)ka",
k+1 (Ina)*
. f(2) = In(1+a), To,n<> D e A (C >—a Ton(z) = Yo Hat,
e. f(x) = (1 +2)% Ton(r) =) o( )mkv £ f(z) = 7% Toan+2(z) = Zk:Oka“.

1 (n)
L0 " (%o
Typn(x) = Flao) + o) = 20) + L0 @ = ag)? ooy T e
Reste intégral.
4. a. En utilisant l'intégration par partie, montrer que on peut écrire exp(x) =

Ts(z) + Ra(x), ou

2 1 T
Do) =1+a+ 2, RQ(m):/ et (z — 1)2dt.
0

b. Faire le changement de variable t = sx et écrire

S
Ry(z) = 2/0 e (1 — s)%ds.

c. Montrer que pour x < 0 on a I’estimation %3 < Ro(x) < 0.

d. En dedullre que
2 _¢2 1 1 1 7N—1
e Vdt == — 74-— 0, 0<0<(7-6-2)"" ~0,000186.
0

f(z) =Ty n(x) + % /j(gj — t)”f(”+1)(t) dt
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Reste f("t1)(¢). Inégalité de Taylor-Lagrange.

5. Montrer les formules de Taylor suivantes et ’estimation de leur reste :

. _1)k—142k—1 2n+1
a. sinx =Y, (()Qkif) + Ron (), | Ron(z)| < %’
k .2k 2n+42
b. cosz =3, , )) + Ront1(z), |Ront1(z)| < (‘32611-&-2)!’
1 (—1)kp2k+1 n
c. arctanz = Z:é (BT + Ron (), [Ran(2)| < 21:11’ Oszs<l

6. Calculer les nombres suivants avec une erreur inférieure & 5 x 10~2 en valeur absolue :
a.e® b.e, ¢ In(6/5),  d.sin(1/10).

|x _ xo’n—i—l

nri o e wmlse

’f(nJrl)(l')’ <M, ‘.%' — xO‘ <a — ‘f(.%) - Txo,n(x)‘ <M

Formule de Taylor-Young. Développement limité. Unicité. Opérations. Dérivée. Primi-
tive. Calculs de limites.

7. Calculer les limites suivantes en utilisant les développements limités et la notation

"petit-o0” :
2 .
A limg_yo 12992 b, limg o SOSEHT2  ¢ imy,o S0aE Qi ta02e
e. limgo S5t f, £ limg o B g lim o OB T, R
i. lim ,b# 1, j. li _nz k. li 1—cos(a?) L1 1_ 1
z—0 bz J- g1 224x—2) - Mg —0 o om22) sin(z2) -AMg—0 | & et —1 )
m. lim,_.o %, n. lim,_,q <ﬁ — ﬁ)
8. Montrer que si g(z) = o(1) pour x — 0, on a
1
— = —1—-g@+gx)?+o 332, our z — 0.
T+ 9@ g9(x) +g(x)” +o(g(x)"), P
En déduire que
3 220
tanz =z + — + ~— + o(z"), pour x — 0.
3 15
— 1
e’ = %—l—o(m”), In(1+ z) ( :) +o(z"), 1_:6:Zxk+o(x")
k=0 k=1 k=0
n 2k+1 _ n L a2 -
— n n
sin(z) = H(—l) Gy o) cos(a) kz_o(— AT TR




