3 - La dérivée Solutions a la feuille de TD

1. a. Sion calcule le taux d’accroissement on trouve :

flx+h)— f(x) :a($—|—h)+b—a1:—b:a'

h h

Donc sa limite pour h — 0 existe et elle est égale & a. La fonction f(z) est donc dérivable
en tout z € R et sa dérivée est égale a la fonction constante a.
b. Le taux d’accroissement est égal a :

322 + 3zh + K2,
donc sa limite pour h — 0 existe et elle est égale & 3x2.

2. Le taux d’accroissement de f(z) = /z en z = 0 est égal a :

f(h)y=f0) Vh 1

R h Vi
Donc sa limite (& droite) pour h — 0T n’existe pas finie.

3. L’équation de la droite tangente est :

y="Tx-2)+2.

4. Les points d’intersection de la courbe avec la droite sont donnés par les solutions du

systeme
Yy=—-x, Yy=—-x,
y = 2% — 622 + 8z, z(r —3)2 =0.

Donc on a les deux point d’intersection
(0,0), (3,-3).
La pente de la droite tangente est donnée par la dérivée
' (r) = 32® — 12z + 8,
qui dans ces deux points vaux respectivement
JO) =8, y@3)=-1

Donc la droite y = —x est tangente & la courbe dans le point (3, —3).
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6. a. Sion impose la continuité en x = ¢

lim f(x)= lim f(x),

T—c™ z—ct

on trouve
b=c?— ac.

Si on impose la dérivabilité en z = ¢

lim f'(z) = lim f'(z),

T—c™ z—ct

on trouve
a = 2c.

Donc la fonction est dérivable si et seulement si
a = 2c,
b= —c%
8. La somme géométrique S(z) = Z?:o 27 peut étre calculé avec I'astuce habituelle

(1-2)S@x)=1+x+ - +2"—az(l+x+---F+2")=1—2""

En prenant la dérivée de S(x) on obtient :

n

. d1l— n+1
S'(x) = ijjil S

: dr 1—=x
7=0
On a aussi )
d . win N~ d dl—az"t
x%(azS (x)) —jz:%j T —x%xail —

9. a. D=R, (23%) = (23)e® + 23(e”) = 32%e” + 23e® = 2%e%(3 + ),

b. D =R* (1/2?) = (272) = 2273 = —%,

c |
x4l

d. sin(z) cos(z) = 3§ sin(2z), donc...,

h. D =R, 21—790

=z — 1, donc...,

Va(l+z)?
. . 2+
LD =Ry, 5072
: _ 22°49x4 482343224223
J' D - Rv (m4+r2+1)2 9

11. a. Soit f(x) = z2e*. On vérifie simplement que

f(x) = 22e® + x2e”, f"(x) = 2e* + 4xe® + x2e”, " (x) = 6e” + 6xe® + x2e”.



On peut vérifier par récurrence (ou utiliser la formule de Leibniz) que

d" _ 2 T
wf(:v) = (z°+2nx +n(n—1))e".

Plus en général on a que

dr . . n\ d’

T ) =" (%) o
pour toute fonction dérivable g(x) un nombre suffisant de fois.

15. a. La limite donne est dans la forme indéterminée [0/0]. En utilisant le théoreme
de L’Hopital :

322422 —-16 . 6xr+2 14
hmz—:hm = .
2 T4 —x—2 z—22x — 1 3

c. Dans ce cas on trouve
lim 22T ),
z—0 x — sinx
donc on utilise une premiere fois le théoreme de L’Hopital, et on obtient & nouveau une
forme indéterminée )
— lim — 2T o).

z—01 — cosx

Si on utilise une deuxieme fois le théoreme de L’Hopital on trouve

—2tanz (1 + tan®z)

250 sin 1070},
et par la définition de la fonction tangente
—2 (1 2
i (1 + tan®x) _
z—0 coS &
d. 0
e. 3c(c—1)
f. a?/b?
g1

h. 1/3



i. b712 pour b >0
j. 1/24
k. 1

17. a. La fonction f(x) = 22 — 3z + 2 est un polynéome, donc ’ensemble de définition
maximal de f est la droite réelle R. Les limites au bord du domaine de définition sont
li = .
A J (@) = Foo
La dérivée est f'(xz) = 2z — 3 donc il y a un point critique en 2z = 3/2. Puisque f’ est
strictement positive (resp. négative) pour = > 3/2 (resp. x < 3/2), la fonction f est
strictement croissante (resp. décroissante) pour z > 3/2 (resp. z < 3/2). Donc x = 3/2

est un minimum global. Le graphe de f coupe 'axe des abscisses en deux points x = 1
et x = 2.



