3 - La dérivée Feuille de TD

Définition de dérivée. Formulation equivalent avec €(x). E’quatz’on de la droite tangente.
Une fonction dérivable est continue. Dérivée de la somme, du produit, du quotient. Dé-
rivée des fonctions élémentaires. Reégle de la chaine. Dérivée de la fonction réciproque.
Dérivées successives et formule de Leibniz.

1. En utilisant la définition de dérivée, montrer que les fonctions suivantes sont dérivables
sur leur domaine de définition (ou sur le domaine spécifié) et calculer leur dérivée :
a. f(z) =ax+0b, a,beR, b. f(x) = 3, c. f(z)=+/x,six>0.

2. Montrer que la fonction f(x) = \/x n’est pas dérivable en z = 0.

3. Calculer I'équation de la tangente & la courbe d’équation y = 2> — 2 — z au point

d’abscisse © = 2.

4. Montrer que la droite y = —x est tangente a la courbe donnée par I’équation y =
22— 6224 82. Trouver le point de tangence. Est-ce que cette tangente intersecte la courbe
en d’autres points ?

5. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a. f(x) =22+ 3z +2, b. f(z) = 2* +sinz, c. f(x) = z*sinz,
d. f(z) = mlﬁ, e. f(z) = m, f. f(x) =zlnz, g. f(x) = arcsinz,

h. f(z) = ﬁigf, i f(z) = ﬁ, j. f(z) = 2%/2, k. f(z) = arctanz.

6. Pour quelles valeurs de a et b (en termes de c) les fonctions suivantes sont-elles

dérivables en ¢ :
2 1

a.f(x)—{$ siz<c b.f(w)—{"”' si|z| > ¢

ar+b siz>c, a+bx? silz| <ec,

. fla) =

sin x siz<ec
ar+b sixz>c.

7. Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors f’ est une fonction impaire.

8. Montrer que pour tous x # 1 et n € Non a :
1— n+1
l+z+a?+.. +a"=—"

1—2x

Déduire, par dérivation, des formules pour les sommes suivantes :
142z +322+ ... +na" L, 122 + 2222 + 322% + ...+ n%a™

9. Calculer le dérivées des fonctions suivantes sur leur domaine de définition :

2_ .
a. 3%, b. 1/22, c. 5’;+11, d. sin(z) cos(z), e. ﬁ, £ xl/2 /3 4 g 1/4,
-1/2, .—1/3, .—1/4 VT c_ oz 243242 1+zy) 2 x
g.x / +x / —+x / s hm, 1. 1+\/E7 Jm, k (111(@))37 137 y
g2 . ;
m. rtanz, n. %+;12+x%, o. 13“;2, p. }J_r;JriQ, q. arcsin(2x—1), r, Sz
cosx ax+br+c : :
S. 5ab 13 b oo u. cos(2x)—2sin(z), v. In(In(x)), w. sinh(x) cosh(z).
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10 (facultatif). Calculer le dérivées des fonctions suivantes sur leur domaine de défini-

a. f(x) = sin((cos x)?) + cos((sin x)?), b. f(x)

c. f(z) = (2—2?) cos(x?)+2x sin(x?), d. f(x) _(sin x)" cos(nx), e. f(z) = singiign(sin x)),
£f@) =50 g f@=aVita,  hf@)=gtm i f@=(ES)
jo f(x) =z +Vz+Vx, k. f(z)=arctan(z) + arctan(1/z).

11. Calculer les dérivées successives de :

a. x2e”, b. In(1 + z), c. sinx + cos x.

Extremum local et points critiques. Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements
finis. Signe de la dérivée et fonctions monotones. Inégalité des accroissements finis.

12. Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :
a. 342221, b. 3_1_%, c. x44-223, d. vz In(z), e. In(1—22?), f. sin(z?).

13. Déterminer les point d’inflexion, s’il y en a, des fonctions de ’exercice précédent.

14. Etudier les extremums et les points d’inflexion de la fonction fy définie par fy (z) =
23 4+ Az en fonction du parametre A réel.

Régle de I’Hospital.

15. Calculer les limites suivantes en utilisant, si nécessaire, le théoreme de L’Hopital :

a. limg_so %, b. lim,_sg W, c. lim, 0 212?;1;, d. lim,_,g %,

e limy 1 ZTEEL £ limy o G g Timy oo oG/ b Tim, 5 200,

i limy 400 %, jo limy 400 z? (cos (%) — 14+ ﬁ), k. limg,_,, ll;lllssii;l;;".

16 (facultatif). Calculer les limites suivantes :

a. limxﬁéi liléi(;zwx)), b. limg 400 2t (cos (2) — 14 515), c. limg_sr llf“ssi?gﬁp

d.lim,_, - ) elimges J2 (g5 —2),  f limg- () In(l - 2),

g lim, o+ 21, h. lim,_,o- (1—2%)sn%, i. lim,_,o+ (cot z)sin®, j-lim, = (tan x)ten(2e),

Etude de fonctions : établir le domaine de définition, calculer les limites au bord du do-
maine de définition, trouver les points critiques, étudier le signe de la dérivée, construire
le tableau de variations, trouver les extrema de la fonction.

17. Etudier la représentation graphique des fonctions suivantes :
f(z) = 22-32+2, b. f(z) = ¥3—A4x, c. f(x) = z+cosz, d. f(z) = (z—1)?(2+2),
f(x) = 2> —622492+5, f. f(z) = 2+ (z—1)4, g flx) = m%, h. f(z) = z+%.
18 (facultatif). Etudier la représentation graphique des fonctions suivantes :
 f(x) = 23—6224+92+5, b. f(z) = 24+(z—1)4, c. f(z) = w%, d. f(z) = m—I—gc%,
X 12— o
. flx) = m, f. f(x) = g7 g flx) = x2—3’ h. f(z) = (sinx
. f(z) =2 —sinx, j- f(z) = 322 + & cos(22).
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