Analyse complexe Solutions a la feuille de TD 1

. N NG 2\ 6
1. a. %+%, b. G—;) = <1—\7§‘> = (6711) =i, c. —1, d. —2+i%, e. 2.

2. a.|z| =1, Arg(z) =7/2, b.|z| =3, Arg(z) =, c. |z| = V2, Arg(z) = —7/4,
d.|z| =1, Arg(z) =2n/3, e.|z| =1, Arg(z) = —7/2, f.|z| =1, Arg(z)=6n/7,
g. |z| =125, Arg(z) = arctan(117/44), h. |z| =1/4, Arg(z) =0.

7. Puisque zZ =1 on a que

z—1 (z—1)(2+1) 2ilm(z)

z+1 |z +12 2+ 12
donc
<z—1> 7/2  Im(z) >0,
arg =
z+1 —m/2 Im(z) <0.
10. a. ™(s+3R) pour k =0,1,2, b. emik/4 pour k=0,...,8, c. 22/5emiHt pour
k=0,....,4,

11. a. N’existe pas, comme on peut voir en considérant des sous-suites avec n = 4k et
n =4k + 2. b. 0, car ‘n (%)n‘ = n2""/2 tend vers zéro.

13. a. La demi-droite R. b. La parabole 32 = 4a?(a® — z). c. L’image de la
demi-droite d’argument 6 est la demi-droite d’argument 26 et 'image du cercle de rayon
r est le cercle de rayon r2. d. Pas injective mais surjective. e. Elle est surjective
puisque si z = |z[e!? # 0 pour —7 < 6 < 7 alors la racine \/gei(’/2 eECt (etsiz=01a
racine est 0) ; Pautre racine n’appartient pas & C* donc f est injective.

14. On a que w = f(2) si et seulement si 22 — 2wz + 1 = 0. Les deux racines de ce
polynome sont données par 21/, = w=+4, ol ¢ est une racine carrée de w? —1, et satisfont
2122 = 1 et 21 + 29 = 2w. C’est donc facile de montrer 'injectivité et la surjectivité de

f.

15. Siz=2a2+iyet f =wu+ivalors u= x> —y? et v = 2zy. f est holomorphe puisque
les dérivées partielles de u et v existent et sont continues et les équations de CR sont
vérifiées :

Uy = 2T = vy, Uy = —2Y = —U,.

16. Dans ce cas u = x et v = —y. Les équations de CR ne sont pas vérifiées puisque
uy =1 et vy, = —1.
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