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Les documents, les calculatrices et tout objet électronique ne sont pas autorisés.
Les exercices sont indépendants. Toutes vos réponses doivent étre justifiées.

1. Dessiner les sous-ensembles suivants du plan complexe C :
a. {z € C|Im(z) < 1}
b. {z € (CHz—i| < 3}
c. {z € C|Im(2) + Re(z) = 1}
d. {z € Cl||larg(z — 1)| < T}

2. Soit f(z) une fonction holomorphe. Calculer

0lm f(2) 8Imf(z)'

9z 0z
Solution :
tn f(2) = o-(/(2) — 7))
o) _ 07 _,
dz 0z
of(z)  0f(2)

- T
Olmf(z) 1 , 0lIm f(z) 1 ——
T—Zf(z)a 7——27f(2)-

3. Soit C le chemin paramétré par la fonction z(t) = 2¢" avec t € [0, 5]. En
utilisant la définition de l'intégrale complexe calculer

/C Re(2)dz.

Solution :
= /0 : 2 cos(t)2ie’ dt (1)
- 21'/(62“ +1)dt (2)
= [e2t 4 2it)3 (3)
=mi—2. (4)
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4. On considere l'intégrale suivante :

ez

En utilisant les théoremes de Cauchy répondez aux questions suivantes :

a. Quelle est la valeur de A si le chemin C est le cercle de centre 0 et de
rayon % parcouru dans le sens positif ?

b. Quelle est la valeur de A si le chemin C est le cercle de centre 0 et de
rayon 2 parcouru dans le sens positif ?

Solution :

—/ R PR R (5)
C

z—1 c Z

la premiere intégrale est égale a 2mie si C contient 1, la deuxieme est égale a
27mi si C contient 0. Donc dans le cas (a) le résultat est —27i et dans le cas
(b) le résultat est 2mi(e — 1).

5. Trouver le rayon de convergence de la série entiere centrée en 0 suivante :

—+00

Z(lnn)Qz".

n=1

Solution :

an, Inn 2
li — =1 — | =1 6
o ant1 o <ln(n + 1)> (6)

6. Quel est le rayon de convergence de la série entiere centrée en 1 qui re-
présente la fonction f(z) = % Expliquer votre réponse.

Solution : Le disque D(1,1) est contenu dans le domaine de la fonction
holomorphique f(z) donc sa série entiere y est convergente. Cette série ne
peut pas converger dans un disque D(1, R) avec R > 1 puisque f(z) n’est
pas holomorphique en z = 0. Donc le rayon de convergence est R = 1.
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