1 Suites

UNE suite est simplement une séquence de nombres (entiers, ra-
tionnels, réels, complexes, ...); par exemple

1,248, ...

est une suite de nombres entiers, et
V2, V2, V2, V2,...

est une suite de nombres réels.
En général une suite

Uupg, Uy, Up, U3, ...

est dénotée par (u,,),>0, donc les suites ci-dessus peuvent étre
définies par

( n+\2[2)n20-

(2")n=0,

On a la définition suivante :

Une suite de nombres réels (11,),>0 est une application u : N — R, qui a
l'indice n associe le nombre réel u,,.

On appelle u, n-éme terme ou terme de rang # de la suite.
D’autres exemples de suites :

— (/1) y>0 est la suite de termes : 0, 1, V2, V3, ...
— ((=1)")n>0 est la suite qui alterne +1, —1, +1, ...
— Si on place une somme S a un taux annuel de 10%, la suite

(Sn)n>0 définie par S, = S x (1,1)" représente la somme S,, que
'on obtiendra apres n années.

— Le précédent est un exemple de suite géométrique, c’est-a-dire
une suite (1,),>0 de terme général u,, = a”, ol a est la raison de
la suite, multiplié dans ce cas par une constante.

— Une suite (u,),>0 peut étre aussi définie par une relation de
récurrence, par exemple ;1 = u, + 2 et un terme initial up = a.
On obtient dans ce cas la suite arithmétique de raison 2 :

Uy, =a—+2n.

Exercice 1. Soit (ay)i>1 la suite dont les premiers termes sont

11111
2"5°8 117 14" 17°
Trouver une formule explicite pour les ay, k > 1.
Exercice 2. Trouver le terme de rang n de la suite
1111
3757 9"
Exercice 3. Trouver le term de rang n de la suite

1,5 1,51, ...
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On considere aussi des suites définies
a partir d’un certain entier naturel ng,
on note alors (uy)u>n, ; la deuxieme
suite ci-dessus peut aussi étre définie
par

( V 2)7122‘

Définition de suite.
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ON pIT que la suite (u#,),>0 est majorée s’il y a un nombre réel M
tel que u, < M pour toutn > 0;

de méme elle est minorée s’il y a un nombre réel M tel que
uy = M pour tout n;

et bornée si elle est majorée et minorée.

ON PARLE AUSSI des suites croissantes, décroissantes, et mono-
tones, strictement ou non :

on dit que une suite (u,),>0 est croissante si pour tout n > 0 on
a Up41 = Uy, et strictement croissante si v, 11 > uy;

on dit que une suite (u,),>o est décroissante si pour toutn > 0
on a U4 < Uy, et strictement décroissante si 1,1 < uy;

une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante, et
strictement monotone si elle est strictement croissante ou décrois-
sante.

Exercice 4. Montrer que la suite (%) est strictement décroissante. Montrer

n>1
que elle est majorée par 1, et minorée par 0. Pour quelles valeurs de n les bornes

sont atteintes?

Exercice 5. Montrer que la suite ((—1)"/n),~ n’est ni croissante, ni décrois-
sante. Montrer que elle est majorée par %, et minorée par —1. Pour quelles valeurs
de n les bornes sont atteintes ?

Exercice 6. Montrer que la suite (1, ),>0 a termes strictement positifs est crois-
sante si et seulement si % > 1, pour tout n > 0.

Exercice 7. La suite (ﬁ) -0 est-elle monotone ? Est-elle bornée ?
nz

nsin(n)

est-elle bornée ?
14+n? >n>0

Exercice 8. La suite (

. P . . . 2 . L .
Exercice 9. Déterminer si la suite (W) n>0 est croissante, décroissante, pas
monotone, bornée ou pas bornée.

. , . . . 2 . , .
Exercice 10. Déterminer si la suite (%),@0 est croissante, décroissante, pas
monotone, bornée ou pas bornée.

Exercice 11. Est-il vrai que une suite croissante est minorée ? Est-elle majorée ?
Utiliser le principe d’induction.

Exercice 12. En utilisant le principe d'induction, montrer que 2" > n, pour tout
n=0.

Exercice 13. Soit x un réel positif. Montrer que la suite (%) 0 est décroissante
) s

a partir d’un certain rang.

2 Limite d'une suite

ON CONSIDERE la suite (1/1),>1, les premiers termes de la quelle
sont :

1
1, ;=
5

N

1
7 31

N —
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On peut aussi utiliser les quantifica-
teurs universel (V) et existentiel (J),
par exemple : une suite est bornée si
IMeRVneN |u,| < M.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 1: Une suite croissante, mais
pas strictement croissante.

On a déja vu le principe d’induction :
soit P(1) une propriété, si on a que :
(1) P(0) est vraie, (2) P(n + 1) est vraie
si P(n) est vraie, alors P(n) est vraie
pour tout n > 0.

1 .

1 .

n

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

FIGURE 2: La suite u, = %
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Evidemment quand n devient tres grand u,, = % se rapproche a
zero. On dit que la suite (1/n),>1 admet pour limite 0, ou qu’elle
converge vers 0, ou qu’elle tend vers 0, et on écrit

1

Iim — =0,
n—-+oco 1

ou
1

— —=0.
n
Par contre la suite ((—1)"),>0

+1, -1, +1, -1, +1, -1, +1, -1, ...

n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
n’admet pas de limite, car elle continue a osciller entre les deux
nombres £1 et ne se rapproche pas a un nombre.

“1b .
FIGURE 3: La suite u,, = (—1)".
LA DEFINITION DE LIMITE d’une suite est la suivante :

La suite (1) >0 a pour limite £ € R si pour tout € > 0 il existe un Definition de limite d’une suite.
entier naturel N tel que sin > N alors |u, — £| < e.

Autrement dit : tout intervalle ouvert qui contient £ contient aussi Evidemment l'inégalité |u, — £| < € est

tous les termes de la suite a partir d'un certain rang. équivalenta £ —e < uy < {+e.

D’une maniére symbolique, nous pouvons écrire :
YVe>0 3IN=0 Vun>=N |u,—/{| <e.

Si la suite (1) a pour limite le nombre réel ¢, on dit aussi qu’elle
converge vers ¢, qu’elle tend vers ¢, et on écrit

Iim u, =/,
n—r—+o00

ou
Uy — £,

et on dit que la suite est convergente. Si une suite n’est pas convergent,
alors on dit qu’elle est divergente.

Exercice 14. En utilisant la définition de limite, montrer que la suite (1),>1
converge vers Q.

Exercice 15. En utilisant la définition de limite, montrer que la suite ((—1)")n>0
ne converge pas.

On parle de la limite d"une suite, car si la limite existe il y a
unicité :
Proposition. Si une suite est convergente, sa limite est unique. Unicité de la limite.
On a aussi que :
Proposition. Toute suite convergente est bornée. Toute suite convergente est bornée.

Exercice 16. Démonstration que toute suite convergente est bornée. Soit (uy,) une
suite telle que limy, oo Uy = L.

(1) En appliquant la définition de limite montrer qu’il existe un entier naturel
N tel que pour tout n > N ona |u, — £] < 1.



(2) Utiliser l'inégalité triangulaire pour montrer que
luq| < €] +1.

Indication : écrire u, = u, — £+ ¢.
(3) Montrer que

M = max(|ug),...,|lun_1], €] +1)

est une borne par la suite (uy).

ON A DEs PROPRIETES des limites en relation avec la somme et le
produit : soient (u,),>0 et (vn)n>0 deux suites convergentes :

Iim u, =u, lim v, =0,
n— 00 n—-+oco

ol u, v sont deux nombres réels. On a que les propriétés suivantes
des limites sont vérifiées :

1. limy 400 AUty = Au, ol A est un nombre réel,
2. limy—qeo(tty +0,) =u+0,
3. limyico(uy-vy)=u-v,

4. siuy, #0,n >0, etu # 0, alors limy,_ 4 % = =,

Exercice 17. Siu, — ¢, calculer la limite de u, (1 — 3u,) — en utilisant

1
uZ+1’
les propriétés de la limite.

ON A AussI des suites qui tends vers +co, ou vers —oo, par exemple :

1,23 4,5,6, ...
tends vers +oco. On peut donner les définitions suivantes :

La suite (uy),>0 tend vers o0 si pour tout A > 0 il existe un entier
naturel N tel que sin > N alors u, > A.

La suite (uy),>0 tend vers —oo si pour tout A > 0 il existe un entier
naturel N tel que si n > N alors u, < —A.

On a donc que une suite divergente est une suite soit qui tend a
+co, soit qui n"admet pas de limite.

On peut généraliser la proposition sur 1'unicité de la limite au
cas ot la limite est finie ou infinie : si une suite admet la limite
¢ € RU {£oo}, alors cette limite est unique.

Exercice 18. Ecrire les définitions de limite +oo et —oo d’'une maniere symbo-
lique, en utilisant les quantificateurs universel et existentiel.
On a des propriétés des limites infinies, en particulier :
5. Soit (Un)n>0, tn 7 0 une suite telle que limy,_; o U, = +o0, alors
. 1 _
lim;, 4 oo = 0.
6. Soit (uy)n>0, n > 0 une suite telle que lim,—, o u, = 0, alors

1imn~>+oo Min = +o0.
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Propriétés des limites.

Definition de limite +oo.

Definition de limite —oo.

Propriétés des limites infinies.
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Exercice 19. En utilisant la définition de limite finie et infinie, prouver la pro-
priété suivante : soit (1iy)y>0, Un 7 0 une suite telle que limy,,—, 400 Uy = —0o,
alors limy, 4 oo % =0.

Exercice 20. Expliquer pourquoi :
(1) la suite (Uy)p>1 O Uy = % tend vers 0 et % tend vers +oo;

(="

n2

(2) la suite (up)p>1 O Uy = tend vers 0 et ui” ne tend pas vers +oo.

Les propriétés de la limite par rapport a la somme et au produit
peuvent étre généralisées au cas de limite infinie, mais ils faut éviter
les formes indéterminées, comme oo — oo ou 0 - co.
Soit (vn)n>0 une suite qui tend a +oo.
7. Si (4n) >0 est une suite minorée, alors limy,— o (1y + v,) = +00,
8. Si (uy)y>0 est une suite minorée par un nombre A > 0, alors
limy; s 4o (U - Uy) = 00,
[Proposition 7 sur les inégalités et les limites. Théoréme des Théoréme des gendarmes

gendarmes. Sec. 2.6 Exoy]

Exercice 21. En utilisant le théoréme des gendarmes, trouver la limite de
la suite (un)y>0 de terme général :

(="

—oqp )
U =2t T

2n+4
2n+1

Exercice 22. Montrons que la suite ( ) 0 tend vers 1.
nx

Exercice 23. Expliquer pourquoi la suite (%}?) - tend vers 0.
nz

Exercice 24. Montrer que si limy_, oo |ttn| = 0, alors limy,— 4o iy = 0.

Exercice 25. Déterminer la limite des suites suivantes :

2n+1 n+4cosn
vVn+1—+/n.

n+2’ n—sinn’

Exercice 26. En utilisant la définition de limite, montrer que

lim Inn = +4oo.
n—+oo

Exercice 27. Déterminer la limite de la suite :

cosn
sinn+Inn’

3 La suite géométrique

On fixe un réel a. La suite (u,),>0 de terme général u, = a" est
appelée suite géométrique avec raison a.

Exercice 28. Démontrer les propriétés suivantes de la suite géométrique de raison
a:

1. Sia =1,alors u, =1 pour tout n > 0.

2. Sia>1,alors limy_y 4 tty; = +00.

3. Si—1<a<1,alorslimy_ oty =0.

4. Sia < —1, alors la limite pour n — +o0 n’existe pas.



SUITES ET SERIES

Indication : dans le cas a > 1 écrirea = 1+ b, b > 0 et, en utilisant la formule
du bindme, montrer que a” > 1+ bn. La propriété 3 suive facilement de la 2. La
propriété 4 sera prouvé en utilisant les suites extraites.

Exercice 29. Montrer que la suite de terme général u, # 0, n > 0, tel que

u
Il v <1, n>0,
Un
converge vers Q.
Indication : écrire
Uy uq Up Uy
Up Up up Up—1

et utiliser le théoréme des gendarmes et la convergence de la suite géométrique.

Exercice 30. A partir de I'exercice précédent, montrer que si la suite de terme

général u, # 0, n > 0 est tel que lim ”{;—:‘ =0, alors limu,, = 0.

n

Exercice 31. En utilisant l'exercice précédent, montrer que limy, , 1o %7 = 0,
pour a € R.

Exercice 32. Montrer que, sia > 0, alors limy, oo /a = 1.
Indication : dans le casa > 1, écrirea = 1+ b, b > 0, et, en utilisant la
formule du bindme, montrer que

b n
(1+7) >21+b=a.
n

4 Suite monotone

On a le résultat fondamental suivant :
Proposition. Toute suite croissante et majoré est convergente.

La preuve de ce résultat repose sur une propriété caractéristique
de I'ensemble des nombres réels, c’est-a-dire que un ensemble des
nombres réels non vide majorée admet toujours une borne supérieure.

On peut facilement prouver que la borne superieur de I'ensemble
image de la suite {u,, n > 0} coincide dans ce cas avec la limite de
la suite.

On a aussi des résultats similaires :

— Toute suite décroissante et minorée est convergente.

— Une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers +oco.
— Une suite décroissante et qui n’est pas minorée tend vers —oo.
Exercice 33. Soit (i), la suite de terme général

_In4 Iné6 In(2n)

Up = 77— 75 — .
"7 In5 In7 In(2n+1)
Montrer que cette suite est monotone et bornée, donc convergente.

Exercice 34. Montrer que : soit (s, ) une suite croissante, et (vy,) une suite
convergente telle que s, < vy, pour tout n > 0, alors (s,) converge.

Exercice 35. Montrer que une suite croissante et qui n’est pas majorée tend vers
—+o00.

Indication : écrire la définition de suite majorée, et faire sa négation logique.
Apres utiliser la propriété de croissance de la suite.



5 Approximation des réels par des décimaux

Soit 4 un nombre réel. On peut définir une suite (u,),>0 appelée
approximation décimale de 4, en posant

_ E(10"a)
T

n
ott E(x) est la partie entiere de x. On a que
Iim wu,; =a.
n——+oo

Par exemple, la suite

E(10%7)
E(10'7)  E(31,415...)
= = = 1
ST 10 %
E(10°7)  E(314,15...)
27 e 100 5
uz = 3,141

converge vers 71 = 3,141592... :

Iim wu, = m.
n—+oo
Exercice 36. Soit (uy),>0 la suite d’approximation décimale du nombre réel a,
définie par
E(10"a)
0m 7
oit E(x) est la partie entiere de x. Montrer que :
(1) uy, est croissante;
(Indication : a partir de 10"a > E(10"a), multiplier par 10, et prendre la partie
entiere.)
(2) uy, est bornée;
(3) conclure que uy est convergente.

Uy =

Exercice 37. Soit a un réel. A partir de la définition de partie entiere E(x),
montrer que :

(1) E(10"a) < 10"a < E(10"a) + 1 pour tout n > 0;

2)uy, <a<uy+ % pour tout n € N, oit (uy,) est la suite d’approximation
décimale de a;

(4) encadrer la suite de terme général a — uy,;

(3) en utilisant le théoréme des gendarmes, montrer que

lim u, =a.
n—+oo

6 Suites extraites et théoreme de Bolzano-Weierstrass

Soit (un)n>0 une suite. Une suite extraite ou sous-suite de (1,),>0 est
une suite de la forme (ug(,))n>0, 0it ¢ : IN — IN est une application
strictement croissante.

Par exemple, soit (u,),>0 la suite divergente de terme général
uy = (—1)". On peut définir :

SUITES ET SERIES

La partie entiére E(x) d’un nombre
réel x est le nombre entier n tel que

n<x<n+1.

Definition de suite extraite.

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

-1F .

FIGURE 4: La suite u, = (—1)".

n

7

n
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— la sous-suite (v,),>0, définie par v, = up, = (—1)?" =1, qui est
constante;

— la sous-suite (wy),>0 avec w, = Up,11, qui est constante égale a
— la sous-suite (z,),>0 avec z, = usz, = (—1)3 = (—1)", qui est
égale a (uy)y>0.

Proposition. Soit (1,),>0 une suite convergente, alors toute suite ex-
traite est convergente avec la méme limite.

Autrement dit : si limy,—, 1o 14, = £, alors lim,,, o Up(n) = { pour
toute fonction strictement croissante ¢ : IN — IN.

Corollaire. Si une suite admet une sous-suite divergente, ou bien elle
admet deux sous-suites convergentes vers des limites distinctes, alors elle
diverge.

Nous voyons de 1'exemple ci-dessus que la suite ((—1)"),>0
admet deux sous-suites constantes, qui convergent vers +1 et —1,
donc cette suite est divergente.
On a déja vu que toute suite convergente est bornée. Au contraire
une suite bornée n’est pas nécessairement convergente, mais cepen-
dant on a le tres important résultat suivant : 't

Théoreme (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée
admet une sous-suite convergente.

R R R R R (NP TR
Par exemple, le théoréme affirme qu’il existe une sous-suite

convergente de la suite (cos(n)),>0, mais ce n’est pas évident.
Soit (un)n>0 une suite réelle; s'il existe un sous-suite (1p(,))n=0 ;IGURE 5 La suite y = cos(n)

qui converge vers le nombre A, alors A s’appelle valeur d’adhérence

de la suite. Le théoréeme de Bolzano-Weierstrass peut étre reformulé

en disant que foute suite bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

Par exemple, la suite

11212317234 12 n—1

E/ gl g/ Z/ Z/ 1/ 5/ 5/ 5/ 5,--~,n, n,-.. " y e

admet tout réel de [0, 1] comme valeur d’adhérence.

Exercice 38. Montrer que la quite ((—1)"),>o est divergente, en utilisant les
suites extraites.

Exercice 39. Soit N > 1 un entier et (uy),0 la suite de terme général u, =
cos (&F). Montrer que la suite diverge.
Exercice 40. Montrer que la suite
1121 3
233y A
admet les valeurs d’adhérence O et 1.

n—1
, ,

n

1
n

Exercice 41. La suite ((—1)" + %) . converge-t-elle ? Admet-elle des suites
n>
extraites convergentes ?

Exercice 42. Montrer que la suite géométrique de terme général a" avec a < —1
n’admet pas de limite.

Exercice 43. Montrer le résultat suivant : si les deux suites extraites (1124 )y>0
et (Upp41)n>0 convergent vers la méme limite ¢ (finie ou infinie), alors (1y)n>0
converge vers {.



7 Suites et continuité

La continuité d’une fonction f : R — R au point x € IR peut étre
définie aussi en utilisant les suites convergentes :

Une fonction f : R — R est continue au point x € R si et seulement si
pour toute suite (1, )n>0 convergeant vers x, la suite des images

(f (n))n>0 converge vers f(x).

Normalement on utilise ce résultat pour calculer des limites.
Par exemple la suite de terme général 1/1 + % est égale a la suite
image de la suite (1) par la fonction f(x) = /1+ x. Puisque
limy, oo 3 = 0, alors lim, 1o /14 1 = £(0) = 1.

Exercice 44. Calculer la limite de la suite de terme général :
2n

nsin(%) +/nn+1)

Exercice 45. Calculer la limite de la suite de terme général :

2n + cos(n)

nsin (1) +/n+1)(n+2).

8 Suite récurrente définie par une fonction

Soit f : R — R une fonction. On définit la suite (u,),>0 par une
relation de récurrence

Up1 = f(”n)r n=0

et une condition initiale u.
La suite s’écrit ainsi :

up, w1 = flug), w2 = f(ur) = f(f(uo)),

Dans le cas o1 f : I — IR est une fonction définie sur un inter-
valle I C R, on peut aussi définir une suite par récurrence, mais il
faut que l'intervalle I soit stable par f. On dit que l'intervalle I C R
est stable par f si f(I) C I, c’est-a-dire que si x € I alors son image
f(x) reste dans I. On remarque que si l'intervalle I est bornée, alors
la suite définie par récurrence est aussi bornée.

Dans le cas o1 f est une fonctions continue, lorsque (un) admet
une limite, elle doit étre nécessairement un point fixe de f :

Proposition. Si f est une fonction continue et la suite récurrente (uy)
converge vers ¢, alors £ est un point fixe de f, c’est a dire

f(o) =t

Démonstration. Siu, — £, comme f est continue, alors f(u,) —
f(£), donc la limite de la relation u, 1 = f(uy,) est £ = f(¥). O
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Si l'intervalle I n’est pas stable par f
on peut trouver un valeur x € I tel que
f(x) & I, donc on ne peut pas définir
le prochain terme de la suite.

v Y

FIGURE 6: Une fonction avec trois
points fixes.



Nous allons étudier en détail le cas ou1 la fonction f est continue
et croissante. On peut facilement vérifier que :

siuy > ug alors (u,) est croissante,

si 1y < ug alors (uy) est décroissante.

On a donc dans ce cas que la suite est monotone, et si elle est
aussi bornée, alors elle converge et, comme on a vu ci-dessus, elle
doit converger vers un point fixe de f.

Proposition. Si f : I — IR est une fonction continue et croissante
définie sur une intervalle I stable par f, alors la suite récurrente (iiy)n>0
est monotone et bornée, et converge vers { € I vérifiant f(¢) = .

Exercice 46. Etudier la suite définie par la relation de récurrence
Xpt1 = Vxn+2
avec condition initiale xy = 1. On regardera ce qui se passe si I'on change de
condition initiale.
Exercice 47. Etudier les suites suivantes - suite bien définie (intervalle stable),

monotonie, convergence, limite - en débutant par un dessin.

Up1 = ln(l +ul’l)r 0< Up < 1/

Upy1 = V240, 79 2= -2,

1
Wyl = 1+1w%, wo =0

Zpy1 =1+ 2z +Z$1/ zp 2 0.

~

9 Exemple : La suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite oli chacun terme est donné par

la somme des deux termes précédentes :
011,235 8 13, 21, ...

Elle est donc définie par une relation de récurrence linéaire a trois
termes et des conditions initiales :

Upy2 = Uyl +Up, Up=0, u;p=1

10 Suites récurrentes linéaires a trois termes
Soit (1, )n>0 une suite définie par la relation de récurrence
Up = auy_1 +buy_o, n2=2,

ou a et b sont deux réels fixés.

L’idée est de chercher des suites géométriques vérifiant la rela-
tion de récurrence. Soit donc (")~ une suite géométrique, par
substitution et en simplifiant par " on obtient ’équation caracté-
ristique :

r?—ar—b=0.
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©

>

N

La suite de Fibonacci doit son nom

a Leonardo Fibonacci ou Léonard de
Pise (1175 - 1250), qui 'avait introduite
dans l'ouvrage Liber abaci publié en
1202.

/ i]i
/ \ j
‘ \ 2

\\

FIGURE 7: La spirale de Fibonacci est
une approximation de la spirale d’or.

FIGURE 8: La suite de Fibonacci dans le
triangle de Pascal.
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C’est une équation algébrique de degré deux dont le discriminant
vaut

A = a® +4b.
On a donc trois cas :

— A > 0:1'équation caractéristique a deux racines réelles rq, r;
distinctes 1 # 15;

— A = 0:I'équation caractéristique a une racine réelle double r;;

— A < 0:T'équation caractéristique a deux racines complexes
conjuguées
r=ge', F=ge
On peut facilement vérifier le résultat suivant :
Proposition. Le terme général de la suite définie par la relation de récur-
rence linéaires a trois termes

Uy = auy 1 +buy 5, n=2,

oit a et b sont deux réels fixés, est :

— A>0:uy = Al 4 pry;

— A=0:u, =rj(An+pn);

— A<0:uy, =q"(Acos(nd) + pusin(nh));

olt A, u sont deux constantes réelles déterminées par les conditions ini-
tiales sur ug, uq.

Exercice 48. (Formule de Binet) En utilisant les formules pour les suites récur-

rentes linéaires a trois termes, donner le terme général de la suite de Fibonacci.
Le nombre d’or ou section dorée ou

11

Exercice 49. Montrer que proportion dorée ¢ est définie comme
l'unique rapport a/b entre deux
lim Unt1 _ ¢ = 1++5 longueurs a et b telles que le rapport
n—+oo Uy 2 de la somme a + b des deux longueurs

sur la plus grande a soit égal a celui
de la plus grande sur la plus petit b,
c’est-a-dire :

ou uy est la suite de Fibonacci. Le nombre ¢ s’appelle nombre d’or.

Exercice 50. Donner le terme général des suites définies par

a+b _a
Up = Up—1 — Up—2, a b
Uy = 2Up_1 — Uy—2, a b
& o
avec ug = uq = 1. M v
N _/
Exercice 51. Donner l'expression du terme de rang n de chacune des suites Y
suivantes : a-l_ b
= 2 = =3
Un+2 Un1 +2un, ug =0, w =3; On trouve que ¢ = a/b est 'unique
Uyt = 6y — Uy, ug =5 u =6 solution positive de I'équation x?> =
x + 1, donc
Upto = —uy, ug=>5 u =1
1V s
Exercice 52. On considere la relation : ¢=—— ~16l5
Notamment :
Sp+2 = 125,11 — 20s. (1) )
1. Trouver deux suites géométriques (q")n>0, 9 € R, qui satisfont a (1). $= T+ L
: P N F T U
2. Trouver la suite (Sp)y>0 vérifiant i (1) et telle que s) =2 et 57 = 12. +1+#
1+
3. Déterminer la limite : R 111
Sn+1 R e

lim
n——+oo Sy
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11 Séries

Nous allons nous intéresser a des sommes ayant une infinité de
termes. Par exemple, la somme

1+14+141+4+...

évidemment ne peut pas étre égale a un nombre réel, car elle est
infinie.
Mais on peut aussi considérer la somme

JIFSLIVEL VR SV S
2747816

Dans l'antiquité on pensait que cette somme d’un nombre infini de
quantités pas nulles était aussi infinie. (Le paradoxe de la dichoto-
mie de Zénon d’Elée, début du V¢ siecle av. J.-C.)

En effet, la somme des premiers n + 1 termes est

izl_ 1_<%)n+l'

Si on prend la limite on obtient

1 n+1
+oco 1 noq 1-— (f)
YA him Yy o m
=0 2 n—-+eo =02 n—+oo 1-3

Donc cette somme d’un nombre infini de termes est égale a 2.
Soit (1) une suite. On appelle série de terme général u, la suite
des sommes partielles

n
Sy = Z Ug.
k=0

On dit que la série et convergente si la suite des sommes partielles
est convergente, et on appelle cette limite la somme de la série :

[e0) . n
k;Juk = nl_l)g_loo];)uk.

Exercice 53. Montrer que la somme d'un nombre fini des réels est linéaire, c’est-i-

dire :
n

n n
Y (Aag+pub) =AY ap+u ) by

k=0 k=0 k=0
pour tout A,y € R. En prenant la limite montrer que si } g2, ay et Y 2o by
sont deux séries convergentes, alors la suite Y 32 (Aay -+ uby) converge vers

ALk + 1 Lgg br-

12 La série géométrique

Soit 2 € R. La série géométrique est convergente si et seulement
—1 < a <1, etdans ce cas

+0c0
I
k=0

Exercice 54. Calculer la suite des sommes partielles de la série géométrigue
Zk 0 a*. Montrer que la série est convergente si —1 < a < 1 et trouver la somme.

12
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13 Somme télescopique

Une somme télescopique est une séries de la forme

o]

Y (g1 — ag);

k=0
elle converge si et seulement si la suite (a;) converge. On a que

[e0)

Y (a1 —ax) =a—ag
=0

ou limy, 540 a, = a.

Exercice 55. Soit (Sy,) la suite des sommes partielles de la somme télescopique
Yoo o(ax41 — ax). Montrer que Sy, = a,41 — dp.

Exercice 56. En écrivant la série ) , ]c(l%l)comme une somme télescopique,
calculer sa somme.

14 Le terme d’une série convergente tend vers 0

Si la série ) i uy converge, alors limy, oy = 0.

Exercice 57. Soit (S,) la suite des sommes partielles de la série convergente
Z,?:O uy. Montrer que u, = S, — S,_1. En prenant la limite montrer que
limy, 4o uy = 0.

Exercice 58. Montrer que les séries

i(fmk, Ii#, i(%ﬂfl)k), i% ikcos(k)

k=0 k=1 k=0 k=0

sont divergentes.

15 La série harmonique

La série harmonique
1

)
X
k=1

=1

est divergente.

Exercice 59. Soit (S;) la suite des sommes partielles de la série harmonique
Yo %/ et s0it (To)m>0 la sous-suite de terme général T,, = Som. Montrer par
récurrence que Ty, > 1+ m /2. Conclure que la série harmonique est divergente.

16 Séries a termes positifs

Soit } i tx une séries a termes positifs, c’est-a-dire 1, > 0,
pour tout n > 0. Alors la suite (S,,) de ses sommes partielles est
croissante, car :

Spi1—Sn = Upy1 2 0.

Comme on a déja vu que une suite croissante est convergente (si
elle est majorée) ou tend vers +oo (si elle n’est pas majorée), alors
on a que:

13
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une série a termes positifs est convergente si et seulement si la suite des
sommes partielles est majorée.

On peut utiliser le théoreme de comparaison des suites pour
montrer le théoréme suivant :

Théoréme (Théoreme de comparaison). Soient ) 3> uy et Y1 o vk
deux séries a termes positifs, et telles que uy < vy pour tout k > 0; alors
on aque :

— si Y12 Uk converge, alors Y ;7 uy converge;
— si Yo uy diverge, alors y 32 vy diverge.

Exercice 60. Montrer que k> > k(k — 1) si k > 2. En utilisant le théoreme de
comparaison conclure que la série Y, » % est convergente.

Exercice 61. Montrer que % < ﬁ sik > 1. Conclure que la série y ;" 4 ﬁ est
divergente.

Exercice 62. Montrer que In(k) > 1si k > 3. Conclure que la série Y 5, 5 % est
divergente.

17 La série exponentielle

La série exponentielle

o

>
n!

= n!

est convergente.

Exercice 63. Montrer que % < ﬁ si k > 2. En utilisant le théoréme de

comparaison conclure que la série Y 5 » % est convergente, donc Y 5 % est
convergente.
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