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1 Matrices Version préliminaire des notes du
cours “Mathématiques pour 1’Electro-
nique et I'Informatique II”, deuxiéme

Définition de matrice, taille, coefficients. .
partie, par G. Carlet.

Matrices carrées, diagonale principale.

Matrice ligne et colonne.

Matrice nulle.

Somme de deux matrices. Produit d’une matrice par un scalaire.
Propriétés. Matrice opposée, difference.

Matrice transposée, matrice symétrique.

Exercice 1. Soient A, B € My 3(R) définies par

2 -1 0 -1 4 2
A<4 -5 2)’ B<7 -5 3>'
Calculer 2A, —B, A+ B, A—B.

Exercice 2. Soient

-7 2 1 2 3 21 -1 1 1 0 1 1 2
A=10 -1, B=]2 3 1|, C=|0 31, D= 5 01 0, E=(-3 0
1 —4 3 21 -3 12 1 11 -8 6

Calculer toutes les sommes possibles de deux de ces matrices. Calculer 3A + 2C et
5B —4D. Trouver a € R tel que A —aC = 0.

Exercice 3. Montrer quesi A+ B = A, alors B=0.

Exercice 4. Soit A € My (R). Calculer 0- A, 1- A (0,1 € R). Montrer que
#(BA) = (eB)A.

2 Multiplication de matrices

Produit de deux matrices. Produit scalaire.

Propriétés du produit : associativité, distributivité par rapport a
la somme.

La matrice identité, le symbole de Kronecker.

Puissance d’une matrice, matrices qui commutent, formule du
bindme.

Suite de Fibonacci et matrices.

Exercice 5. Soient

4 5 —4 0
A:(l 2 3), B=|[5], c=|-3 0o 2
6 2 —4 2

Calculer AB, BA, CB, AC, A(CB), (AC)B.

Exercice 6. Soient

Calculer AB, BA.

Exercice 7. Soient

S

Calculer AB — BA. Calculer (AB)T — BT AT.
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Exercice 8. Soient
2 1 0 8 2 5

A:<2 i _02>, B={0 1 o, c=[-3 2|, D=|2]|, E=(x y z).
2 -2 -3 -5 5 -1

Calculer tous produits possibles.

Exercice 9. Soient

0 0 1 1 0 O
A=10 1 0], B=|0 0 2
1 1 2 1 -1 0

Calculer A%, B2, BA.

Exercice 10. On travaille sur C. Calculer

X1 Z1
X2 (]/1 Y2 y3) 22
X3 Z3

0 1 0 1

pour tout n € IN. Ecrire A = 1+ B et montrer le méme resultat en utilisant la
formule du bindme de Newton.

Exercice 11. Soit A = (1 1) . Montrer par récurrence que A" = (1 n)

Exercice 12. Soit

1 2 3
A=|(0 1 1
0 01
Calculer A2, A*, A%,
Exercice 13. Soit
11 11
01 2 1
A=
0 013
0 0 0 1

En utilisant la formule du bindme de Newton, calculer AP.

Exercice 14. Soient

A= B =

S O N
o N O
N © O
W N O

0
0
1

o O O

Calculer AP, BP pour tout p > 0. Montrer que A et B commutent. Calculer
(A+B)P.

Exercice 15. Soit j le nombre complexe ¢S . Calculer :

i (1 -1).

J

Exercice 16. Soient A, B € M3(RR) telles que pour tout vecteur colonne u €
M3, (R), on ait Au = Bu. Montrer que A = B.

Indication : utiliser les vecteurs colonnes ey = (1, O,O)T, ey = (0,1, O)T,
e3 = (0,0,1)T.

Exercice 17. Soit A une matrice réelle 2 x 2. Si pour toute matrice colonne réelle
x € M;1(R) ona xT Ax = 0, a-t-on nécessairement A = 0? Que peut-on dire de
A si on supposait que pour toutes x,y € Mp1(R), xT Ay =07
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Exercice 18. Soit A = (1 é) etv, = A" (é) pour tout n > 0. Soit

1

v ) . .

Uy = ( " |. Montrer que v3 est la suite de Fibonacci.
vl’l

3 Systémes linéaires

Introduction :

deux droites dans le plan, résolution par substitution,

deux plans dans l'espace, résolution par substitution,

résolution par la méthode de Cramer.

théorie des systemes linéaires : équation linéaire a p inconnues,
systeme de n équations, coefficients, équation matricielle équiva-
lente, ensemble des solutions du systéme, systémes équivalentes,
opérations élémentaires sur les systémes, systeme échelonné et
réduit, méthode de Gauss.

Exercice 19. Résoudre, si possible, les systemes d’équations linéaires suivants :

3x+2y=1

2x =7y = =2
3x+2y=1
—6x —4y =2
3x+2y=1
—6x —4y = -2

Exercice 20. Résoudre, si possible, les systemes d’équations linéaires suivants :
2x+3y—4z =7
4x+6y—8z = -1

2x+3y—4z =7
4x+6y—8z =14

7x+2y—2z =1
2x+3y+2z =1

Exercice 21. Tracer les droites d’équations

et résoudre le systeme de deux facons différentes : par substitution et avec la
méthode de Cramer.

Exercice 22. Soient
2 -1 x 4
A= X= B = .
Ecrire et résoudre le systeme linéaire associé a I'équation :

AX = B.

Exercice 23. Résoudre le systeme

x+y =1
x+t2y =t

suivant la valeur du parametre t € R. Utiliser la méthode de Cramer, si possible.
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Exercice 24. Résoudre suivant la valeur du parametre t € R :

4x -3y =t
2x—y =t

Exercice 25. Résoudre suivant la valeur du paramétre t € R :

tx —y =1
x+ -2y =-1

Exercice 26. Résoudre suivant la valeur du parametre t € R :

t—1x+y =1
2x +ty =-1

Exercice 27. Ultiliser les opérations élémentaires sur les équations des systémes
suivants pour les transformer en systemes équivalents échelonnés réduits. Trouver
I'ensemble des solutions.

2x1+3x) +2x3—x4 =5
1. 73(2723(3 =4

33(4 =1

2x1+3xp +2x3—x4 =5

2. —23(3 =4
X3 + X4 =1
x1+2x3 =25

3. Xy —2x3 =16
X4 =1
xX+y+7z =-1

4. (2x—y+5z =-5
—-x—-3y—9z =-5
—xp +2x3 + 13xy4

5. X1 — 2xp + 3x3 + 17xy4 =4
—x1+3x) —3x3 —20x4 = —1

Exercice 28. Résoudre les systemes suivants par la méthode du pivot de Gauss :

2x+y+z =3
1. yx—y+3z =38

xX+2y—z =-3
2x1 +4xy — 6x3 — 2x4 =2
2. ¢ 3x1 4+ 6xp —7x3+4xy =2

5x1 4+ 10xp — 11x34+6x4 =3

Exercice 29. Résoudre les systemes échelonnés suivants :
x1+x2+x4 =0

1. X7 + X3 =0
2x3 + x4 =0

X1 +2x34+x4 =0
2X3—3X4 =0
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4 Inverse d’une matrice

Définition de l'inverse d"une matrice,

propriétés de l'inverse : unicité, inverse d’un produit, simplifica-
tion

formule pour l'inverse d’une matrice 2 x 2,

méthode de Gauss pour inverser les matrices,

résolution de systéme linéaire par inversion de matrices.

a=(37) =3 )

Calculer A1, B~1, (AB)~!, (BA)~!, A~2.

Exercice 30. Soient

Exercice 31. En utilisant la définition de matrice inverse, calculer I'inverse de la

matrice
1 0 0
0 2 0
1 0 3
Exercice 32. Soit
-1 -2 0
A=| 2 3 0
0 0 1

Calculer 2A — A2. Sans calculs, deduire A~1.

Exercice 33. Soit
011
A=11 0 1
110
Calculer A? et vérifier que A> = A +2. En déduire que A est inversible et calculer
son inverse.

Exercice 34. Soit A =1+ C € My(R), oit C> = 0. Calculer I'inverse de A.

Exercice 35. Soit A = 1+ C € My(R), 0it C3 = 0. Montrer que A~ =
1-C+C%

Exercice 36. Si possible calculer I'inverse des matrices :

o (53 B3 (30

cosf —sinf

Exercice 37. Soit A(9) = <sin9 00

) . Calculer A(0)A(0') et I'inverse de

A(9).
Exercice 38. Calculer I'inverse des matrices suivantes, en utilisant la méthode de
Gauss :

1 0 2 1 1 0 1 3 0

01 0}, 1 0 2], 2 1 -1/,

01 1 0 1 1 -2 1 1

Exercice 39. Exprimer les systemes linéaires suivants sous forme matricielle et les
résoudre en inversant la matrice :

x+t=u
x+z=1
2x +4y =7 x—2y=p
—2y+3z=1 ,
—2x+3y = —14 x+y+t=2
x+z=1

y+t=4
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Exercice 40. En utilisant la méthode de Gauss, calculer l'inverse de (1 ;) .

Exercice 41. On considére les matrices :

1 0 0 2 -1 0
— |1 — 3
L={z 1 of u=f0 3 -1
0 -5 1 0 0 3
Résoudre les systémes :
a 1 d 1
Liv|=[0o], ule|l=]1%
1
c 1 f 3

Si A = LU, résoudre

sans faire d’autres calculs. / /\/\

Exercice 42. Soit M =

S
N R

Il
_ O =

N o o
—_ O =

0
1| et soit (Mk)i]- le coefficient dans la ligne i et
0

colonne j de la matrice M¥. Calculer M?, M3. Veérifier que (Mk),-]- est le nombre de

F : Graph
chemins de longueur k qui vont de i a j dans le graphe 1 a droite, pour k = 1,2,3. TOURE 1: raphe 1

Exercice 43. Soit s, le nombre de chemins de longueur n qui vont de 2 a 1 dans le
graphe 2 a droite. Montrer que (sy) est la suite de Fibonacci.

D=
Exercice 44. Calculer A%, k € Z, pour &

FIGURE 2: Graphe 2

_ O O O
o = O O
o O = O
o O O -
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